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摘  要：传统有限元分析软件中，CAE模型和CAD模型的数据不一致会造成计算结果的误差，为避免模型转换造

成的分析误差提出等几何分析算法。等几何分析算法基于设计和分析统一模型，实现模型从几何设计到力学仿真的无缝

集成。采用NURBS曲线分片方法建立几何模型并实现体参数化表达，使用二分K细化方法对CAD模型处理后，用等几

何分析算法进行力学分析。等几何分析算法的计算结果与有限元分析软件结果对比，模型不需要转换和离散且保证了模

型边界的光滑，更少的模型数据可以得到精确的结果，同时通过相同节点数和单元数的模型分析，等几何分析计算结果

收敛更快。

关键词：有限元；等几何分析；NURBS曲线；K细化

中图分类号：TP391.41     文献标识码：A 

Research on Convergence of Refinement of Isogeometric Analysis 

XIE Yuyang, BU Ningyuan

( School of Mechanical Engineering, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)
826647688@qq.com; BNY19971997@163.com

Abstract: Data inconsistency between CAE and CAD models in traditional finite element analysis software leads 
to errors in calculation results. In order to avoid analysis errors caused by model conversion, this paper proposes an 
isogeometric analysis (IGA) algorithm, which is based on a unified model for design and analysis, and realizes seamless 
integration of models from geometric design into mechanical simulation. NURBS curve slicing method is used to establish 
the geometric model and realize the volume parameter expression. After the CAD model is processed by the bipartite K 
refinement method, the mechanical analysis is carried out by the isogeometric analysis algorithm. Compared with the results 
of the finite element analysis software, the proposed model does not need to be converted and dispersed, and the model 
boundary is smooth. Less model data can obtain accurate results. At the same time, Isogeometric analysis results converge 
faster for the model analysis with the same number of nodes and elements.
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1   引言(Introduction)
现阶段各个领域的物理性能研究大多根据有限元分析

(FEM)软件仿真计算，如温度、变形和应力等性能。有限元方

法在实现分析优化时，CAD数据与CAE数据的相互转换会造

成模型数据特征丢失，同时点的离散性会导致优化模型的边

界曲线外轮廓无法精确表达。在产品的研发中没有设计方法

可满足从设计到分析在同一个模型数据下进行，而等几何方

法的提出则满足了CAD模型和CAE模型的统一表达和计算。

等几何分析(IGA)是HUGHES等人[1]基于等参单元思想提

出的分析方法，它提供了计算的可能性，将分析方法集成到

计算机辅助设计(CAD)工具中。等几何模型都是由非均匀有理

B样条(NURBS)参数化表示的，其几何模型与分析模型不需

要转化，避免了模型数据转换误差，其好处是从设计到分析

所花费的时间减少，从而节省了工业生产中的时间成本。在

等几何分析中，CAD和CAE的紧密耦合需要这两个领域的知

识，即计算几何和计算力学，可以解决有限元优化中边界运

动所导致的模型边界不规则、网格扭曲等问题[2-3]，目前已应

用于板壳分析[4]、流体力学[5]、接触分析[6]、优化设计[7]、电磁

场[8]等。

本文介绍了等几何分析的理论，使用体参数化造型方法
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生成三维几何模型。最后，通过与有限元方法的变形和应力

分布等分析结果对比验证等几何分析算法的正确性，以及计

算结果的收敛性差异。 

2   几何模型构建(Geometric modeling)
2.1   NURBS曲面

NURBS曲面的定义：

         

, , , ,
0 0

, , ,
0 0

( ) ( )
( , )

( ) ( )

n m

i p j q i j i j
i j

n m

i p j q i j
i j

N u N v w P
S u v

N u N v w

= =

= =

=
∑∑

∑∑         

(1)

其中， 分别代表两个方向上的控制点坐标， 是权重，

分别为定义在节点矢量 上的NURBS基函

数。 

2.2   多片分析模型

2.2.1   NURBS实体

同理，NURBS实体表达式定义为：
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各参数所代表的含义同NURBS曲面定义的参数[9]。

NURBS实体基函数表达式为：

     

(3)

2.2.2   模型细化

节点插入考虑的是插入单个节点的问题，尽管可以多次

插入该节点。然而在实际应用中需要一次插入多个节点，节

点细化可以通过多次应用节点插入算法来实现，可以用来得

到曲面的多面体逼近。加细节点矢量将使控制多边形网格更

加逼近曲面，节点矢量无限加细时，控制多边形网格收敛于

曲面。如图1所示，控制点更加逼近圆筒曲面。图1(a)是一个

实例，阶次选择为 ；三个方向的控制点

数目为： ，节点矢量为： ,

, 。同时在 三个方向

使用二分K细化方法得到曲面，图1(b)细化一次后的节点矢

量为 ，图1(c)细化两次后的节点矢量为

。

 (a)初始模型            (b)细化一次            (c)细化两次

图1 圆筒几何模型图

Fig.1 Cylinder geometry model diagram

3   等几何分析理论(Theory of isogeometric analysis)
3.1   等参思想

在CAD中，实体实际上只是边界的表面，而不是内部的

建模，而在FEM中是一个三维实体，因此从CAD实体到FEM

实体的过渡需要一个CAD的步骤边界表示法转化为有限元实

体表示法。在实际应用中，很多情况下几何模型比较复杂，

此时选用曲边单元代替直边单元来进行几何域的逼近。为了

积分求解的简便，要在规整单元域中进行，必须在规整单元

域和曲边单元域之间建立参数映射，称之为参数域和物理域

之间的参数变换，即为等参变换，单元为等参单元[10]。

在等几何分析中，需要用到两级映射，第一是母单元到

参数空间映射，第二是参数空间到物理域映射。

在等几何分析方法中也用到了传统有限元分析方法中的

等参有限单元法。以四边形单元为例，假设参数空间中的六

面体单元有六个边界为 ，由母单元到参数域的映射变

换推导如下。

母单元到参数空间映射公式：

 

       

(4)

其中， 表示高斯点，采用高斯求积计算。

参数空间到物理域映射公式：

                               

(5)

                   (6)

雅可比矩阵行列式公式：

                                     (7)

3.2 线弹性力学分析

基于等几何分析算法的力学分析原理和过程与等参有限

元分析方法类似，不同的是用控制点{P}代替有限元中的单元

节点，用NURBS基函数代替模型形函数。仅针对三维线弹性

问题，在求解域 上，离散控制方程和应力位移边界条件分别

为：

式中， 为应力张量， 为体积力， 为应力边界面力矢量，

为位移边界的给定位移。应用最小势能原理[11-12]得平衡方程：

                 F d= K                        (8)

式中，左端F为等效力，K为刚度矩阵，d为控制点位移。其

中，在等几何分析中的单元刚度Ke和B矩阵的表达式为：

                        
(9)
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3.3   等几何分析流程

(1)针对复杂几何模型无法直接进行整体网格划分的特

点，采用剪裁操作或划分子域。

(2)在各个子域内进行体参数化处理。利用NURBS建模技

术，通过表面控制点的体参数化得到内部控制点，然后根据

网格评判标准对控制点网格进行优化，最后得到可用于分析

的控制点网格模型。

(3)选择合适的网格细分策略进行模型网格细分操作，以提

高分析的结果精度，可以对关键受力点进行局部细分操作。

(4)进行单元刚度矩阵的列式求解，选用合适的高斯积分

点，引入等参概念，将位移、应力等要求解的未知量表示为

与几何模型相同的基函数表达形式。

(5)根据FEM中对号入座装配原则，将单元刚度矩阵组装

成总体刚度矩阵。

(6)将实际载荷与约束进行等效，转移到控制点上，对总

体刚度矩阵形成的方程组进行求解，然后求出控制点位移的

值，进而求出其他未知变量的值。

(7)分析完成后，显示各种结果云图，并进行相应后处理。

等几何分析流程图如图2所示。

图2 等几何分析流程图

Fig.2 Flow chart of IGA

4   数值结果对比(Comparison of numerical results)
接下来根据前述等几何分析理论，通过编程实现结构

的静力学分析，以证明该方法的正确性。梁结构在工程中应

用广泛，在机械、土木行业的大规模承载结构和电子元件等

微结构设计中发挥着重要作用。梁结构采用有限元方法进行

仿真分析时，需要将几何模型剖分为网格模型，对曲梁结构

采用以直代曲的方式生成有限元模型，这个过程中引入了几

何误差，用等几何分析方法保证边界曲面模型精度，对其进

行仿真提高计算精度。在下述算例中，变量均采用国际单位

制，长度的单位采用m，力的单位采用N，应力和弹性模量的

单位采用Pa。梁模型尺寸如图3所示，梁左侧边完全固定，右

侧施加力44,480 N。模型的材料属性杨氏模量和泊松比分别

设为2.1018E10 Pa和0.3。

图3 梁模型边界示意图

Fig.3 Boundary diagram of beam model 

等几何分析结果图如图4(a)所示，K细化两次后的结果如

图4(c)所示，在相同材料属性和约束载荷的工况下有限元分析

结果如图4(d)所示。基于等几何分析的三维悬臂梁算例与有限

元结果对比，从位移对和应力对比的结果看出分布基本一致。

        (a)原始网格                    (b)一次细分

         (c)二次细分                  (d)FEM分析结果

图4 梁分析结果

Fig.4 Beam analysis results

分析位移收敛曲线如图5(a)所示，应力收敛曲线如图5(b)

所示，等几何分析使用更少的单元数细化两次结果收敛。 

        (a)位移结果                        (b)应力结果

图5 梁细化收敛曲线
Fig.5 The refined convergence curve of the beam
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根据表1的数据显示，IGA算法分析结果和FEM分析软

件对比结果误差很小，其中位移误差为3.8%，应力误差为

0.25%，仅使用单片几何模型结果已接近真值，使用多片模型

分析时其收敛速度更快。这验证了三维等几何分析算法的正

确性，使用等几何分析算法保证了模型的高阶连续，提高了

边界的精度，且不需要划分很多网格。根据表2中IGA和FEM

的节点数与单元数大小可以看出，有限元分析的刚度矩阵明

显比等几何分析的刚度矩阵规模大，计算量更加烦琐，因此

等几何分析的计算效率高。

表1 数值精度误差

Tab.1 Numerical accuracy error

结果对比 位移×10-5/m 应力/N

IGA算法 2.934 396

FEM算法 3.051 397

表2 结果细化收敛对比

Tab.2 Comparison of results refinement convergence 

结果对比 节点数/个 单元数/个 位移×10-5/m 应力/N

IGA算法
27

64

216

1

1

1

2.51

2.90

2.93

240

318

396

FEM算法 16,900 2,549 3.05 397

5   结论(Conclusion)
等几何分析采用描述几何形状的NURBS函数作为基函

数，具有几何精确特性，且离散的几何形状不随单元的稀疏

而改变，这意味着即使是比较稀疏的网格划分，也能精确描

述研究对象的几何形状，具有很高的数值精度。NURBS本身

就具有网格，一个NURBS实体包含若干个NURBS单元，分

析时这些单元成为精确描述几何形状的实体单元。NURBS

单元也可以细分，基函数的次数也可提高，保证了模型的光

滑，计算结果更加精确。等几何分析在设计分析优化中也具

有很大的优势，使用NURBS曲线来拟合模型外轮廓以保证边

界精度，将控制点坐标作为设计变量进行迭代优化，完成形

状优化，有效减少优化中设计变量的数目来提高优化效率。

在优化后采用等几何分析算法分析体参数化后的三维模型，

避免模型数据转化，提高力学分析的计算效率和精度。

等几何分析同时存在一定的局限性，一方面，对模型单

元的剖分以及模型质量要求高，一些不规则图形如点阵材料

等还无法通过简单的扫描、拉伸、旋转、放样等体参数化映

射方法得到，一些细微的特征如倒角、圆角和小孔等也无法

完全保留;另一方面，使用直接和迭代线性代数方程解算器直

接解算，对于剖面结构及壳结构通常比迭代的对角预处理共

轭梯度解算更有效。但是对于NURBS实体来说，为保证收

敛，细化模型多次后虽然网格精细，却无法直接用求解器计

算，因为超出内存，元素的长宽比非常大，求解的方程数量

也大。研究等几何分析后续需要对数值计算算法进行更深入

的研究，保证在提高精度的同时计算速度快。
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