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摘  要：为了研究直线共轭齿廓在少齿差行星齿轮传动领域的性能特点，展开推导了直线共轭少齿差行星齿轮传

动的数学模型，对其动态啮合力及振动特性进行仿真分析并进行了振动测试实验验证。结果表明，减速器性能表现良

好，几种典型工况下啮合力最大误差值为7.01%，分析固定内齿轮第310,580 节点的振动加速度值在齿轮副进入啮合瞬

间达到峰值。结论验证了减速器的振动加速度与输入转速、负载转矩呈正相关性，为直线共轭齿廓在少齿差行星齿轮传

动领域的后续应用发展提供了理论基础与实例支撑。
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Abstract: In order to study the performance characteristics of linear conjugate tooth profile in the field of planetary 
gear transmission with small tooth difference, this paper proposes to deduce a mathematical model of linear conjugate 
planetary gear transmission with small tooth difference. Its dynamic meshing force and vibration characteristics are simulated 
and analyzed, and the vibration test is conducted for verification. The results show that the reducer performs well, and the 
maximum error value of the meshing force under several typical working conditions is 7.01%. The vibration acceleration 
value of the 310,580th node of the fixed internal gear reaches the peak when the gear pair enters the meshing moment. The 
conclusion verifies that the vibration acceleration of the reducer is positively correlated with input speed and load torque. 
It provides theoretical basis and practical support for the subsequent application and development of linear conjugate tooth 
profile in the field of planetary gear transmission with small tooth difference.

Keywords: linear conjugate; planetary gear with small tooth difference; dynamic simulation; vibration test

1   引言(Introduction)
本文对直线共轭齿廓展开研究，将直线共轭齿廓的优点

应用到齿轮减速器领域，提高减速器的工作性能，为其在减

速器上的发展应用提供理论基础和技术支撑。

早期对于少齿差行星齿轮减速器的研究重点主要是在传

动精度、载荷分配、变位系数选取等[1-2]方面，旨在解决少齿

差行星减速器设计制造问题。截至目前，少齿差行星减速器

的振动特性成为研究重点。杨江兵等通过渐开线五齿差行星

齿轮减速器模型动态接触仿真分析得出其在额定载荷下的时

变啮合刚度曲线[3]。杨国来等利用啮合角函数推导齿廓曲线

方程简化共轭齿廓理论计算，并且推导了该型内啮合齿轮泵

的困油特性方程[4]。SONG等利用齿轮啮合理论推导了齿条铣

刀和直线共轭内齿轮的数学模型，获得了避免过度切削的条

件，并且进行直线共轭内啮合齿轮泵和传统渐开线齿轮泵的

流量特性分析计算[5]。郑红梅等通过少齿差行星齿轮减速器动

力学仿真研究揭示了齿轮内啮合过程中啮合力的动态变化规

律[6-7]。张丽华等基于内啮合齿轮泵对直线共轭内啮合齿轮副

进行较为全面的啮合特性分析，主要包括齿形求解、重合度

计算、径向干涉、过渡曲线干涉，以及内啮合齿轮泵的流量

脉动分析计算[8-9]。黄超系统地分析了少齿差行星减速器系统
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非线性振动特性以及啮合刚度、变形等参数对非线性振动特

性的影响[10]。BU等在行星齿轮传动方面的动力学研究成果显

著，特别是在模态特性、振动模式方面[11-12]。

截至目前，直线共轭齿廓在齿轮泵上的应用广泛，但对

其在行星齿轮上的应用研究甚少，所以进行直线共轭内啮合

的少齿差行星齿轮传动的啮合分析和实验研究具有理论指导

意义和工程使用价值。

2   数学模型(Mathematical model)
2.1   外齿轮齿廓

根据直线齿廓齿轮的参数建立外齿轮坐标系 1S : 1 1 1O x y− ，

如图1所示。

图1 直线齿廓齿轮的齿形图

Fig.1 Tooth profile diagram of a linear profile gear

外齿轮齿廓各部分的数学模型描述为：

	             

(1)

 

	              

(2)

	              

(3)

其中，b 是直线齿廓 的截距， k 是 的斜率， ax 、 bx 、 cx 分

别为点 a、b 、 c的横坐标值，其值为：

              1 1cos sin cot
2 2

b r rθ θ β= +
            (4)

                    cotk β= −                   (5)

	

                       

(6)

因此，外齿轮齿廓的数学模型可表示为：

          ( )1 1 1 1 1 1, , ,p oa ab bcx s Z R R Rβ  =  R        (7)

2.2   内齿轮齿廓

根据齿轮啮合原理，内齿轮齿廓的数学模型可描述为：

  2 1 2 1 1 21 1 2 1 1 1( , , , , , ) ( , ) ( , , , )i px s Z x s Zϕ ϕ β ϕ ϕ β=R M R      (8)

其中， 2 1 2 1 1( , , , , , )i x s Zϕ ϕ βR 是外齿轮在啮合过程中形成的包络

曲线族， 21 1 2( , )ϕ ϕM 是坐标系 1S 变换到 2S 的坐标变换矩阵，

表达式如下：

	

  

1 2 1 2 2 1 2

21 1 2 1 2 1 2 2 1 2

cos( ) sin( ) ( )sin
( , ) sin( ) cos( ) ( ) cos

0 0 1

r r
r r

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

− − − − 
 = − − − 
  

M

 

(9)

同样，考虑到包络曲线族存在的必要条件需要满足：

             
(10)

其中， 1
piv 是内、外齿轮在坐标系 1S 中的相对速度， 1

iv 是内齿

轮的速度矢量， 是内齿轮的角速度矢量， 1E 是 1O 到 2O 的位

置矢量，三者关系如下：

	                                   (11)

                   1 1 1( )g gϕ=E M E               (12)

其中， 1 1( )g ϕM 是坐标系 1S 到 gS 的变换矩阵， gE 是坐标系 gS
中 1O 到 2O 的位置矢量，表达式分别为：

          

1 1

1 1 1 1

cos sin 0
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0 0 1
g

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ
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(13)

	           ( )1 2 1 2g gO O r r
→

= = −E j               (14)

联立方程(10)和方程(14)计算得到：

  

(15)

经过计算得到内齿轮齿廓数学模型中的参数 1ϕ 和 1x 的函

数关系：
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(16)

将方程依次代入即可获得内齿轮齿廓数学模型。

3   仿真分析(Simulation analysis)
3.1   啮合力动态仿真分析

当负载转矩为80 N·m时，输入转速为600 r/min、

1,400 r/min、2,200 r/min，分别设置为工况一、工况二、

工况三；当输入转速为1,400 r/min时，负载转矩为40 N·m、

80 N·m、120 N·m，分别设置为工况四、工况二、工况五。

仿真时间为1 s，仿真步长为2.5×10-3 s。

(1)不同输入转速对行星齿轮减速器动态啮合力仿真的影响

如图2所示，在同工况下，啮合力动态仿真值在

1,214.07 N上下波动，理论计算值为1,303.69 N，误差为

6.87%，在合理范围内。减速器在动态运转时产生偏心力与

不平衡惯性力造成啮合力存在上下波动，齿轮的时变啮合刚

度及轮齿变形也会对啮合力波动造成影响，当负载转矩不变

时，转速和啮合力波动呈正相关。
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(a)工况一的啮合力-时间变化曲线

(b)工况二的啮合力-时间变化曲线

(c)工况三的啮合力-时间变化曲线

图2 不同转速齿轮动态啮合力仿真

Fig.2 Simulation of dynamic meshing force of gears with

      different speeds 

(2)不同负载转矩对行星齿轮减速器动态啮合力仿真的影响

结合图3及图2(b )，随着负载转矩增加，啮合力动

态仿真结果的均方根RMS值为606.18 N、1,214.07 N、

1,849.17 N，理论计算值为651.85 N、1,303.69 N、

1,951.64 N，啮合力仿真值与理论计算值误差分别为7.01%、

6.87%、5.41%，误差均在合理范围内。

(a)工况四的啮合力-时间变化曲线

(b)工况五的啮合力-时间变化曲线

图3 不同负载齿轮动态啮合力仿真

Fig.3 Simulation of dynamic meshing force of gears with

      different loads

由于偏心力、不平衡惯性力、时变啮合刚度及轮齿变形

的存在，会导致存在上下波动。当转速保持为1,400 r/min

时，随着负载转矩的增大，啮合力值也相应增大，但波动幅

度有所减小。因为行星齿轮的啮合力是动态波动的，所以会

对齿轮疲劳寿命有一定的影响。

表1 典型工况下动态啮合力仿真结果

Tab.1 Simulation results of dynamic meshing force under 

       typical working conditions

典型工况 最大值/N RMS/N

600 r/min, 80 N·m 1,453.54 1,219.86

1,400 r/min, 80 N·m 1,492.75 1,214.07

2,200 r/min, 80 N·m 1,628.77 1,208.66

1,400 r/min, 40 N·m 912.66 606.18

1,400 r/min, 120 N·m 2,139.88 1,849.17

3.2   振动特性仿真分析
如图4所示，列举工况为输入转速1,400 r/min、负载转

矩80 N·m的选定节点在X、Y、Z三向的振动加速度作为研究

主体。固定内齿轮上的310,580 节点的最大振动加速度在Y方

向最小，在Z方向达到峰值，但两个方向上振动规律较为一

致，振动加速度出现较大峰值是由于内、外齿轮瞬间进入啮

合冲击碰撞造成的。在此工况下，由于内、外齿轮的齿数差

为2，靠近孔环的外齿轮0.1 s内旋转过4.67 个齿，从而引起图

4(d)中的五次波峰，由于振动加速度研究节点与每次啮合撞击

的距离不同，导致峰值不完全一致。

(a)X方向(轴向)振动加速度

(b)Y方向(周向)振动加速度

(c)Z方向(径向)振动加速度

(d)整体振动加速度

图4 工况二的振动加速度

Fig.4 Vibration acceleration under working condition 2
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结合图4(d)及图5，当负载转矩保持为80 N·m时，分别输

入转速600 r/min、1,400 r/min、2,200 r/min，随着转速的

增加，齿轮副在0.1 s的时间内啮合的次数增加，且有偏心距

的存在，所以引起振动加速度增大，行星齿轮减速器的振动

也越强烈。

(a)工况一下的振动加速度

(b)工况三下的振动加速度

图5 不同转速下的振动加速度

Fig.5 Vibration acceleration at other speeds

结合图4(d)及图6，当输入转速保持为1,400 r/min时，负

载转矩分别为40 N·m、80 N·m、120 N·m，同样图中出现五

个波峰，节点振动加速度规律基本一致，但最大振动加速度

略有增加。

(a)工况四下的振动加速度

(b)工况五下的振动加速度

图6 不同负载转矩下的振动加速度

Fig.6 Vibration acceleration at other load torque

4   实验研究(Experimental research)
4.1   实验方案设计

选定直线共轭少齿差行星齿轮减速器固定内齿轮外表

面为测试对象，如图7所示。该振动测试实验采用DH5922动

态信号测试分析系统，内置多功能适调器，无须外挂调理模

块，可完成应力应变、电压及IEPE等信号的测试，连续采样

速率最高为256 kHz/通道。该系统采用IEPE压电式加速度传

感器，型号为DH187，轴向灵敏度为4.96 mV/m·s-2，量程

为1,000 m·s-2。

图7 动态信号测试机及传感器

Fig.7 Dynamic signal tester and sensor

在给定工况下，直线共轭少齿差行星齿轮减速器在齿

轮进入啮合瞬间会产生振动冲击，导致轮齿有一定量的微小

弹性变形。这种弹性变形被基于压电效应的压电式加速度传

感器检测到时，压电晶体内部会产生极化现象，晶体表面

产生正负电荷，将弹性变形转换成电信号传递到动态信号测

试机，经过测试机中电荷放大器放大处理后可在东华测试

DH5922软件中实时记录及分析。

4.2   实验结果与分析

在东华测试DH5922动态信号测试分析系统软件中对采样

信号进行分析处理。图8为上述典型工况下减速器振动加速度

时域响应实验结果。当负载转矩为80 N·m时，输入转速分别

为600 r/min、1,400 r/min、2,200 r/min，所对应的振动

加速度均方根RMS值是0.269 m/s2、0.818 m/s2、1.537 m/s2，

振动加速度值增大，减速器振动强度增加；当输入转速

为1,400 r/min时，负载转矩分别为40 N·m、80 N·m、

120 N·m，所对应的振动加速度均方根RMS值是0.701 m/s2、

0.818 m/s2、0.929 m/s2，振动加速度值略有增大。

(a)工况一的振动加速度时域响应      (b)工况三的振动加速度时域响应

(c)工况二的振动加速度时域响应

(d)工况四的振动加速度时域响应   (e)工况五的振动加速度时域响应

图8 典型工况的振动加速度时域响应

Fig.8 Time domain response of vibration acceleration

        under typical working conditions

表2为直线共轭少齿差行星齿轮减速器振动加速度仿真值
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的均方根值与实验值的均方根值，上述几种典型工况的RMS

值误差均在10%以内。可以得出结论：振动加速度测试实验结

果与仿真结果较为吻合，实验结果验证了该行星齿轮减速器

的振动特性仿真的可靠性。

表2 振动加速度仿真与实验的RMS值

Tab.2 RMS value of vibration acceleration simulation

        and test

工况
600 r/min,

80 N·m

1,400 r/min,

80 N·m

2,200 r/min,

80 N·m

1,400 r/min,

40 N·m

1,400 r/min,

120 N·m

仿真RMS值

/(m/s2)
0.296 0.879 1.693 0.742 0.977

实验RMS值

/(m/s2)
0.269 0.818 1.537 0.701 0.929

相对误差/% 9.12 6.94 9.21 5.53 6.96

时域信号可直观显示出振动加速度随时间变化的趋势，

以及在不同工况下的强度情况，但实际测试中振动信号存在

畸变和调制状况，所以为了更有效地研究该减速器的振动特

性，有必要进行信号的频域分析。对振动加速度时域信号进

行快速傅里叶变换，得到自变量为频率、因变量为频率幅值

的频谱函数，代表时域信号中各谐波成分的幅值随频率的线

性分布。

图9为典型工况下减速器振动加速度频域分析结果。频

谱图中存在的主要频率成分为：输入轴转频、齿轮副啮合频

率及其高次谐波频率，安装同轴度误差带来的振动频率、各

种畸变与调制的频率。频谱图中出现较大的振动加速度幅值

响应，是因为输入轴偏心结构造成的偏心惯性运动对轴承滚

珠存在冲击以及齿轮副的啮合冲击。如图9(a)所示，输入转

速为600 r/min时，频谱图中峰值频率为765.25 Hz，且在

峰值点左右两侧60 Hz处存在小峰值；如图9(c)、图9(d)、图

9(e)所示，输入转速为1,400 r/min时，峰值频率相近，均值

为1,718.63 Hz，且在峰值点左右两侧80 Hz处存在小峰值；

如图9(b)所示，输入转速为2,200 r/min时，频谱图中峰值

频率为2,698.63 Hz，同样在峰值点左右两侧80 Hz处存在小

峰值。综上分析可知，振动加速度信号频率分布与输入转速

存在正相关，且随着工况转速的增加，理论啮合频率分别为

720 Hz、1,680 Hz、2,640 Hz，啮合频率理论与实验值误差

分别为6.28%、2.26%、2.19%，在合理范围内，理论啮合频

率值与实验值较为吻合，且与模态分析中的各阶固有频率无

重合部分，无共振现象产生。

(a)工况一的振动加速度频域响应

(b)工况三的振动加速度频域响应

(c)工况二的振动加速度频域响应

(d)工况四的振动加速度频域响应

(e)工况五的振动加速度频域响应

图9 典型工况的振动加速度频域分析

Fig.9 Frequency domain analysis of vibration acceleration

      under typical working conditions 

5   结论(Conclusion)
本文推导了直线共轭少齿差行星齿轮减速器内啮合齿轮

副的数学模型，并对减速器进行动态啮合力及振动特性仿真

分析与实验研究。

分析可知，直线共轭少齿差行星齿轮减速器的振动情况

受输入转速和负载转矩的影响，减速器的振动加速度与输入

转速、负载转矩呈现正相关性。针对减速器典型工况下的振
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动加速度，其实验结果与仿真结果的均方根值的最大相对误

差为9.21%，减速器振动加速度仿真结果与实验测试结果基本

吻合。实验结果验证了仿真结果的正确合理性，有利于进一

步进行结构噪声分析和优化设计，为直线共轭齿廓在行星齿

轮上的应用推广提供重要借鉴意义。
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5T设备标准化智能设计系统的关键流程如图8所示。

图8 软件使用流程

Fig.8 Software usage process

7   结论(Conclusion)
铁路货车5T设备标准化智能设计系统通过智能化设计方

法取代传统的人工设计，为设计人员提供了可视化、高效的

辅助平台，在解放工程师双手的同时，保证了各设计阶段设

计资料、设计过程、设计成果的标准化和智能输出。本系统

可应用于所有铁路货车5T设备设计项目，能够极大地提高设

计效率，确保设计质量。
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