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质量约束的三维模型建模方法
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摘  要：在当今的智能制造和工业软件设计领域，CAD和CAE是极为重要的技术。但现有的CAD和CAE模型表示

方法不统一，在数据交换上需要耗费大量时间，造成了计算资源极大的浪费。非均匀有理B样条(NURBS)模型作为一种

兼容CAD和CAE的模型表达方式，以样条曲线为基函数，无须进行交换即可进行等几何分析。本文提出了一种基于质

量约束的NURBS体建模方法，将模型质量作为建模时的约束，使构建的模型符合等几何分析的要求。本文以带有复连

通域的模型为例进行等几何分析，经过与主流商业软件的对比，最小值相同，最大值误差在10%以内，运行时间减少了

4.61%，验证了此方法的正确性。
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Abstract: CAD (Computer Aided Design) and CAE (Computer Aided Engineering) are extremely important 
technologies in today's intelligent manufacturing and industrial software design fields. However, representation methods 
of the existing CAD and CAE model vary, and it consumes a lot of time to exchange data, resulting in a great waste of 
computing resources. Non-uniform rational B-spline (NURBS) model, as a model expression compatible with CAD and 
CAE, takes spline curve as the basis function, and can perform isogeometric analysis without exchange. This paper proposes 
a NURBS modeling method based on mass dependence, which takes model mass as a constraint during modeling, so that 
the constructed model meets the requirements of isogeometric analysis. This paper takes a model with a complex connected 
domain as an example to perform isogeometric analysis. Compared with popular commercial software, the minimum value is 
the same, the maximum error is within 10%, and the running time decreases by 4.61%, which verifies the correctness of this 
method.
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1   引言(Introduction)
随着第四次工业革命的到来，多个国家都提出了工业数

字化转型的战略规划，在智能制造领域，关键之一就是工业

软件[1]。对于产品设计而言，专业的设计和仿真软件是必不可

少的。为了降低设计成本，减少设计时间，将设计(CAD)与

分析(CAE)集成一体化已是大势所趋。但迄今为止，CAD与

CAE仍分为两个独立的领域[2]，因为采用的模型表达方式有所

不同，导致两者之间产生了缝隙。当今主流CAD模型的表达

多为边界表达B-Rep[3]和构造实体CSG[4]，而CAE模型为了适

用于有限元分析(FEA)[5-6]，一般采用网格表示法。因此在整

个设计与分析的过程中，模型会在CAD和CAE两种表示方式

之间反复切换,拓扑结构被破坏,模型精度明显降低,时间成本

大幅度提高[7-8]。

而NURBS参数化模型采用样条曲线作为基函数，能精确



表示边界和曲面,且能提供模型内部的连续性参数化表达式，

无须进行CAD和CAE之间的反复转化，产生的模型能直接用来

进行等几何分析。等几何方法是有限元方法的继承与发展，该

方法采用样条曲线作为基函数，具有较高的几何精确性。

但是，体参数化模型为了适用于等几何分析，必须要表

示为零亏格的双变量张量曲面或三变量张量体，且相邻的体

参数化单元之间的曲面要一致。因此需要对不满足等几何分

析要求的体参数化模型进行分割处理，且等几何分析对模型

的要求较高，分割后建立的模型还要在几何上满足等几何分

析的要求。

2   相关研究(Related works)
对于CAD和CAE融合，可以进行CAD二次开发，在成熟

的商业平台上进行融合；也可以使用重建法，在已知CAD模

型边界的基础上得到内部控制点的信息，但需要进行大量的

运算。体参数化建模不同于以上两种，具有计算简单、创建

方便的优点。

在CAD模型剖分方面，相关学者已做了大量工作。大

致方向可分为两种：(1)多边形凸分解，将多边形剖分为三角

形、四边形及任意凸多边形集合；(2)网格分解，主要针对有

限元模型，将CAD转换为CAE形式表达，如狄利克雷三角剖

分法。由于等几何分析的特性，模型不需要再被转换成CAE

表达，因此体参数化剖分主要采用第一种思路。

常见的多边形凸分解算法有两种：(1)几何单元区域剖分

算法，如梯形分割算法[9]；(2)考虑是否具有Steiner点的凸分解

算法，如编码划分算法[10]和加权剖分算法[11]。但上述剖分算法

仅在数学方面给出了多边形分割方案，没有考虑剖分结果是

否符合分析标准，因此十分有必要评估四边形质量及其对等

几何分析结果的影响。

本文提出了一种以NURBS体参数化模型质量为约束的建

模方法，改进了适用于等几何分析的模型质量评估方法，将

模型质量嵌入建模过程之中。首先递归分割模型截面，在分

割过程中施加质量约束，使分割后的截面满足等几何分析的

要求；然后使用扫描、拉伸、旋转、放样等操作进行体参数

化映射，得到符合条件的体参数化模型。

3  体参数化建模与模型质量(Volume parametric 
modeling and model mass)
对于机械零件而言，大部分模型都可以定义截面及路

径，通过扫描、拉伸、旋转、放样等操作完成模型构建。因

此，为了使一般体参数化模型符合等几何分析的要求，要先

对截面进行分割处理，将其分割成四边形的集合，以满足等

几何分析中双变量张量曲面的要求。

3.1   截面剖分算法

本文使用的是递归剖分的方法，将整个模型控制点看

作无向图，采用深度优先遍历，逐层向下寻找合适的剖分方

案。该算法时间空间复杂度与传统算法相同，但在递归过程

中加上了体参数建模所要求的约束，从数学问题转化为工程

问题，因此最终结果更符合等几何分析的要求。

设算法输入为多边形子域集合POL，输出为四边形集合

Quad，算法流程图如图1所示。

开始

输入所有曲面
轮廓曲线及内

外连接线

构建几何域

包含树

每个节点进行四

边剖分操作

根据节点对应
路径获取

NURBS体模型
结束

按叶节点→根节
点顺序逐层提取

每个节点

图1 剖分算法流程图

Fig.1 Flow chart of segmentation algorithm

算法流程如下：

Step 1：若 POL不为空，取 maxpol 作为 nowpol ，否则结束并

返回。

Step 2：求解 nowpol 可行剖分线集合，设共有m  种剖分连

线方式，初始选择剖分线 。

Step 3： 0m = ，表示该子域不满足任何剖分条件； n m> ，

表示已遍历所有的剖分连线方式。如结果不满足条件，则回

溯至上一个剖分的子域 frontpol ，设为 nowpol ， 1n n= + 。

Step 4：根据当前选择的剖分连线方式，创建一条新的

NURBS曲线，同时获得两个新子域 temp1pol 、 temp2pol ，删除当

前被剖分的子域 nowpol 。

Step 5： temppol 为凸四边形，存入集合Quad ； temppol 为五

边形及以上，存入集合 POL尾部；若均不符合，则回溯至上一

个剖分的子域， 1n n= + 。

Step 6：递归执行Step 1至Step 5。

3.2   剖分中的模型质量

在等几何分析中，计算域的参数化对应于有限元分析中

的网格生成，对等几何分析结果的准确性是十分重要的[11]，需

要将模型从物理域映射到参数域进行分析。使用雅可比矩阵

将模型从物理域映射到参数域，雅可比矩阵如下：

                               

(1)

根据已有质量理论，最标准的参数化模型应满足以下三

个条件：(1)模型没有自交；(2)等参单元尽可能正交；(3)等参

单元尽可能均匀。这样会使雅可比的值接近或等于1，参数域

映射的效果最佳。而扭曲、自交、不均匀的曲面均会使雅可

比的质量变差从而破坏参数域映射，也会使等几何分析求解

偏微分方程的过程变得十分困难，因此在剖分中我们要尽量

避免出现这种曲面。对于不合格的曲面，需要制定一系列检

测方法。

对于六面体网格，主流方法已经给出了一系列检测指

标：对角线度量、缩放雅可比、扭曲度和宽高比等。对于

NURBS曲面而言，可以在曲面上取若干等参单元看作四边形

进行质量评估。我们在此选择了区域面积A、宽高比asp和扭
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曲度dist三个指标作为衡量四边形的依据，以下是这三个指标

的详细定义。

3.2.1   区域面积

如图2所示，我们把每一个等参单元看作一个小的四边

形，为了衡量它是否均匀，是否接近最好的分析模型，我们首

先定义边向量L


，然后将其分为四个区域，定义坐标轴 X


。

图2 参数定义

Fig.2 Parameter definition
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(3)

其中， P


为四边形的角点坐标。为了衡量四个角点区域是否

在统一平面上，定义每一个角点处的法向量：

             

0 3 0 1 0 1
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,  

,  

N L L N L L
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= × = ×

= × = ×
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(4)

为了方便计算，设它们的单位向量：

                

ˆ ,  [0,  3]i
i

i

Nn i
N

= ∈




               
(5)

定义一个中心法向量作为全局的法向量和单位向量，分

别为：

                   1 2cN X X= ×
  

                 (6)

                     
ˆ c

c
c

Nn
N

=




                  
(7)

将整个区域按照坐标的上下左右轴分成四块，如图3(a)所

示，则可以根据已知的参数求得每块的区域面积：

                ˆ ,  [0,  3]k c kn N kα = ⋅ ∈


             (8)

根据几何知识可以知道，若 kα (即该四边形某一区域的

面积)小于0，则该片一定是退化的，如图3(b)所示，即为凹

四边形。

          (a)四边形分区               (b)退化四边形

图3 分区情况

Fig.3 Partition situation

对于NURBS曲面而言，由于边界是曲线，因此直接按照

角点求法向量是没有意义的，但每个面的控制点和等参线可

以构成若干个小的等参单元。等参单元最好的情况是四条边

两两正交，而退化的等参单元一定不满足边边正交，因此会

拉低整体的图形质量。因此，所有等参单元面积大于0的数量

越多越好。当凹四边形出现时，必然会有一个区域面积等于

或小于零。凹多边形的出现使得等几何分析中的参数域映射

和求解偏微分方程的效果很差，是一定不能出现在分析模型

之中的，因此利用区域面积法可以很简单地判别出不符合情

况的条件之一，且与普通四边形剖分中的射线法相比更具有

鲁棒性。

3.2.2   宽高比

NURBS等参单元的结构越均匀越好，因此可以定义高宽

比来评价等参单元是否均匀：

            
max 0 1 2 3( )

4
L L L L Lasp

A
+ + +

=             (9)

其中，A为四边形面积，宽高比值域为 [1,  )+∞ ，经验表明

[1,  1.3]为可接受域。宽高比排除的是看起来很“窄”的四边

形，这类四边形的出现会使控制点的分布极其不均匀，导致

等几何参数域的映射效果很差，也是一种不能出现在体参数

化模型上的情况之一。宽高比的求解只需要在区域面积的基

础上再加上一步运算即可，消耗的资源很少，产生的效果却

很好。

3.2.3   扭曲度

为了衡量四边形是否扭曲，首先要建立一个参照系，设

一个位于坐标原点的正方形的面积 4mA = ；再根据式(3)可以

算出所有高斯积分点的最小雅可比值 J ，则扭曲度定义为：

                  

mJ A
dist

A
=

                  
(10)

扭曲是衡量从参数空间到世界坐标映射行为的良好程度

的一种度量，值域为[0,  1]，越接近1效果越好，因此将可接受

域设为[0.5,  1]。
根据以上三个指标，可以较为准确地检查剖分截面的均

匀性、正交性和扭曲度，且计算也十分简单，不会占用太多

时间和空间。这几个指标可以在递归时的判别条件中加入，

在连接分割线后，依次检查这三个值，若有不在接收域的情

况则不合格，否则放入备选库，作为可能的选项之一。

3.3   体参数化映射

得到了剖分好的NURBS四边形曲面后，可以使用扫描、

拉伸、旋转、放样等操作进行体参数化映射。拉伸体模型可

以通过截面控制点沿直线方向的仿射变换得到，在CAD中

多用于凸台等结构的创建。如果模型的路径不是直线而是圆

弧，则可以进行旋转体映射。若拉伸的路径不是直线也不是

规则圆弧，则可以用扫掠体造型。

对于无法用一个截面生成的模型，可以考虑采用放样体

造型，沿曲线路径插值放样体的造型方法和扫掠体相似，需

要先统一各个截面的阶数、节点矢量及控制点数量，确保截

面与该点曲线切矢垂直，再通过反求控制点即可得到沿曲线
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路径的放样体。而不沿路径插值的放样方式则无须保证各截

面与曲线切矢垂直。

对于机械零件而言，大部分模型都可以通过这几种建模

方法得到。在得到了体参数化模型之后便可以直接进行等几

何分析，而不需要再花大量时间进行网格划分。

4   实例(Examples)
本部分以一个带有通孔的箱体配件为例，该配件经常用

于减速箱上，顶部受力，底部有固定约束，是典型的机械部

件之一。我们在其上表面施加力约束，下表面固定，进行静

力学分析。由于配件带有通孔，因此进行剖分之前需要在圆

上插入若干的点，再进行剖分，且圆孔周围的分割线也要保

持一定的弧度以免与圆相交，再进行拉伸操作，最后得到的

体参数化模型如图4所示。再使用MATLAB软件对模型进行

等几何分析，得出的结果与ANSYS软件对比如表1和图5所

示，位移的最小值相同，最大值相差在10%以内，同时平均运

行时间减少了4.61%，证明了本文方法的有效性。

图4 箱体零件的体参数化模型

Fig.4 The volume parameterized model of the box parts

表1 结果对比

Tab.1 Comparative results

结果对比 本方法 ANSYS软件 差值百分比

位移最大值 0.00784 mm 0.00713 mm +9.96%

位移最小值 0 0 0

平均运行时间 1.231 s 1.2905 s -4.61%

图5 箱体零件的等几何分析结果与ANSYS软件对比

Fig.5 Comparison of isogeometric analysis results of box 

       parts with ANSYS software 

5   结论(Conclusion)
本文为CAD和CAE的无缝集成提供了一种新的思路，即

以NURBS样条曲线模型代替原有的CSG和B-Rep模型，这

样使得进行分析的时候无须数据格式和表达方式的转换，大

大降低了时间复杂度和内存空间的消耗。本文以箱体配件为

例，展示了如何对带有复连通域的图形进行剖分和建模，经

过与商业软件的对比得到了较好的结果。

但此方法仍然存在一些问题。等几何分析对模型的要

求较高，一些不规则图形如点阵材料等还无法通过简单的扫

描、拉伸、旋转、放样等简单的体参数化映射方法得到。同

样的，对于一些细微的特征如倒角、圆角和小孔等也无法完

全保留，这也是我们下一步主要研究的方向。另外，为了提

高体参数化建模保留原有几何特征的能力，使构建的模型更

加精确，对体参数化模型布尔运算也需要进一步研究。
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