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摘  要：针对结构复杂、联通算法难以实现的层级结构联通性问题，提出了利用树结构的最长路径算法解决层级

结构型数据的方法。本研究以传统城堡防护问题为例，找出中间相隔的城墙数量最多的两个点，即层级结构的联通厚

度。通过数据结构分析，将城堡各区域转化为树结构，验证了树结构的最长路径即为层级结构的联通厚度，最终巧妙

实现将层级结构转换为树结构，并利用树结构的遍历分析寻找到树的最长路径递归算法，解决了树节点到节点的最长路

径，最终实现层级结构各层的联通路径建设规划，为层级结构问题的解决找到突破口与参考性。
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Abstract: Aiming at the problem of hierarchical structure connectivity that is difficult to achieve with the complex 
structure, this paper, proposes a method of using the longest path algorithm of the tree structure to solve the problem of 
hierarchical structure data. This research takes traditional castle protection problem as an example. It is necessary to find 
the two points, between which there is the largest number of walls, namely the connectivity thickness of the hierarchical 
structure. Through data structure analysis, each area of the castle is transformed into a tree structure to verify that the 
longest path of the tree structure is the connectivity thickness of the hierarchical structure. Finally, hierarchical structure is 
ingeniously transformed into tree structure, and the traversal of the tree structure is used to analyze and find the longest path 
recursive algorithm of the tree. It solves the longest path from the tree node to the node. Finally, the proposed method realizes 
the connection path construction planning of each layer in the hierarchical structure, and makes breakthroughs and provides 
references for solving hierarchical structure problems.
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1   引言(Introduction)
在无法利用线性结构表示的数据中，层级结构最常见。

数据间存在上下级关系或包含关系时，就会产生层级结构。

世界杯决赛的对阵表、公司或学校的组织结构图、网店商品

的分类标准等，都具有层级结构。表示层级结构数据的数据

结构就是树(tree)。若某一概念包含另一概念，就将两个概念

连接为上下级形式。这种从一个上级概念分割出许多从属概

念的形状与树非常相似，都可以转化为树结构解决。

2   问题概述(Problem overview)
在古代，为保护城堡，防止敌入侵，更好地守卫和保护

更多领地，城堡中心都建有多层城墙，如图1所示。其中主建

筑的Strawgoh要塞达到了这种建城模式的极致。巨大的圆形

外墙包含若干圆形内墙，所有城墙均未设置城门。因此，要

想进出必须使用梯子，在要塞内部从某地移动到另一地也需
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要耗费大量时间。为此，城主决定挖几条地道，以连接来往

不便的几个地方。为了设计出合适的建设计划，需要找出中

间相隔的城墙数量最多的两个点。例如，图1中的两个星号表

示的地点相隔了5 层城墙[1]。

 

图1 城堡防卫结构图

Fig.1 Castle defense structure diagram

给出城墙信息时，编写程序计算出从某地移动到另一地

需要翻过的城墙最多会有几层。此问题表面上看起来与树结

构并无直接关系，但由“所有城墙不会相交或相接”可知，

城墙有很规则的层次结构，层级关系较为明确，从而可以将

城墙间的包含关系转化为树结构求解。

图2(a)是表示各数据结构关系的树结构图。结构图中的每

个方框表示1 种数据结构，上面的方框表示上级概念，下面的

方框表示从属概念。若某一概念包含另一概念，就将两个概

念连接为上下级形式。这种从一个上级概念分割出许多从属

概念的形状与树非常相似(虽然上下颠倒)，故称为“树”,如

图2(b)所示。层级结构与人类的生活关系非常密切，所以得到

了广泛应用。

  

(a)数据结构图

 

(b)二叉搜索树

图2 数据结构树与二叉搜索树对比

Fig.2 Comparison of data structure tree and binary

         search tree

为此，给城墙分割的各个“区域”标上序号。将围绕当

前区域的城墙序号用作该区域序号，得到图3(a)。通过这种连

接就能把包含关系表示为树结构，如图3(b)所示。如果两个区

域不被同一城墙分割，那么它们不会在树结构中相互连接。

例如，1 号区域间接包含3 号区域，所以并没有在树结构中直

接相连。

 

(a)城堡各区域图

 

(b)树结构图

图3 城堡各区域转化的树结构

Fig.3 The transformed tree structure of each area of

        the castle

转化为树结构后，从一个区域移动到相邻其他区域的过

程将对应于树结构中沿着树的边从一个节点移动到另一个节

点的过程。因此，两个区域间经过的最多城墙数问题就能变

换成在树结构中寻找相隔最远的两个节点的问题。此时，连

接两个节点的各边就是树的路径[1]。

3   树的最长路径(The longest path of the tree) 
上述建模过程将问题变换为“找出给定树结构中最长路

径”的问题。而求树的最长路径并不难，求解关键在于需要

明白最长路径的两端必须是根节点或叶节点。

假设，既不是根节点也不是叶节点的内部节点(Internal 

Node)是路径终点，而内部节点总是连接两条以上的边。因为

此节点不是根节点，所以会有连向父节点的边；又不是叶节

点，所以会有连向子节点的边。因此，以内部节点为终点的

路径必定至少存在1条未使用的边。利用此边就能生成更长的

路径，所以它不可能是最长路径[2]。

由此可知，最长路径会是如下两种路径中的较大值：最

长的根—叶路径长度和最长的叶—叶路径长度。
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此时，最长的根—叶路径长度等于树的高度，我们已经

知道求解方法。现在只要求出最长的叶—叶路径长度，就能

得出答案。

叶—叶路径的形式总是从叶节点到达某个节点后，又回

到另一个叶节点。例如，图2(b)中连接3和4的路径，首先从3

到达1之后，又返回4；而连接3和7的路径，首先从3到达0之

后，又返回7。这种先上升后下降的路径中，处在上下转换位

置的节点就是此路径的顶端节点。因此，在树的遍历过程中

找出将各节点用作顶端节点的最长叶—叶路径，选择其中的

最大值即可[3]。

该如何求将给定节点用作顶端节点的最长叶—叶路径呢?

这种路径的形态是：当前节点的后代节点中，从一侧上升到

该节点，然后从另一侧下降。此时，上升部分和下降部分的

长度等于将各自的后代节点用作根节点的子树高度加1。因

此，先计算出各子树的高度后，找出最高的两个子树就能求

出最长叶—叶路径。

这些过程相当于求树的高度的运算过程。因此，变换一

下求树高的递归函数就能求出此题。代码1表示解决此问题的

递归调用函数。代码中，已找出的最长路径的长度会保存到

全局变量longest，而height()函数通过更新此变量完成操作。

另外，利用最高的两个子树的高度求出将当前节点用作顶端

节点的叶—叶路径中的最长路径[4]。

代码1：找出树结构中最长路径的递归算法。

struct Treellode {

  vector<Treenode*> children;

}；

// 保存已找出的最长叶—叶路径的长度

int longest;

//返回将root用作根节点的子树的高度

int height(TreeNode* root){

//计算将各子节点用作根节点的子树高度

  vector<int> heights;

  for(int i=0;i < root->children.size();++i)

   heights.push_back(height(root->children[i]));

//没有子节点就返回0

  if(heights.empty()) return 0;

  sort(heights.begin(),heights.end());

//考虑将root用作顶端节点的路径

  if(heights.size()>=2)

   longest=max(longest,2+heights[heights.size()-2]+

          heights[heights.size()-1];

//将子树高度加1以算出树的高度

   return heights.back()+1;

}

//计算两个节点之间的最长距离

int solve(TreeNode* root){

  longest=0;

//选择树的高度和最长叶—叶路径中更大的值

  int h=height(root);

  return max(longest,h);

}

其中height()函数在处理整个树结构的过程中会耗费时

间，若是忽略子树高度的排序时间O(nlgn)，就会与树的遍历

时间相同，都是O(n)[5]。

4   算法的实现(Algorithm implementation)
此问题的实际实现方法可分为两部分：从输入值生成树

结构；在生成的树结构中求出最长路径。求最长路径的部分

如前所述，接下来介绍树结构生成过程。

最直观的生成树结构的方法是从树的根节点开始生成。

第0 号城墙是包含其他所有城墙的外墙，所以它会成为树的根

节点。找出第0 号城墙的下一层城墙，并通过递归调用生成将

各城墙用作根节点的子树。代码2是将给定序号的城墙用作根

节点并生成树结构的getTree()函数[6]。

代码2：生成表示给出城墙中各区域的树结构。

//生成将root城墙用作根节点的树

TreeNode* getTree(int root){

  TreeNode* ret=new Treenode();

  for(int ch=0;ch<n;++ch)

//如果ch城墙直接包含于root城墙，那么生成树后再添

加到后代目录

  if(isChild(root,ch))

    ret->children.push_back(getTree(ch));

  return ret;

}

getTree()中的isChild()函数可用多种方法实现。不过，

实现此函数最简单的方法是，根据其他城墙的信息判断是否

存在于两个城墙之间。例如，图2(a)中，第0 号城墙和第4 号城

墙之间存在第1 号城墙，因此，第4 个区域并没有直接包含于第

0 号区域。代码3表示实现这种简单方法的isChild()函数[7]。

代码3：确认某个城墙是否包含且直接包含于另一城墙的

函数。

//输入数据

int n,y[100],x[100],radius[100];

//返回x^2

int sqr(int x){

  return x*x;

}

//返回两个城墙a和b的圆心点距离的平方值
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int sqrdist(int a,int b){

  return sqr(y[a]-y[b])+sqr(x[a]-x[b]);

}

//确认城墙a是否包含城墙b

bool encloses(int a,int b){

  return radius[a]>radius[b] &&

    sqrdist(a,b)<sqr(radius[a]-radius[b]);

}

//在"城墙"树结构中确认parent是否为child的父节点

// parent必须直接包含 child

bool iscChild(int parent,int child){

  if(!encloses(parent,child)) return false;

    for(int i=0;i<n;++i)

         if(i !=parent && i !=child &&

               encloses(parent,i)&& encloses(i,child))

               return false;

    return true;

}

通过这种实现方法，isChild()函数能够在O(n)的时间内完

成运算。树结构生成过程中，每访问1 个节点，就会调用n 次

isChild()。因此，整个算法的时间复杂度为O(n2)[8]。

5   结论(Conclusion)
本研究根据城堡防卫结构图及联通性需求，利用层级结

构和树结构关系，将不容易直接解决的层级结构数据转化为

树结构，从而将城堡的联通性结构设计转化成了树结构的最

长路径问题来解决。通过寻找树结构的最长路径优化算法，

最终实现城堡的最大联通值。同时，通过解决城堡防卫联通

性问题，得出利用树结构解决层级结构的方法，为解决层级

结构问题的相关研究提供了依据。
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