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摘  要：由于SLAM(Simultaneous Localization and Mapping)算法能够在陌生环境中进行高精准度的实时定位

以及对当前环境进行重建地图的特点，SLAM技术逐渐成为当前研究热点。本文主要研究基于图优化的同时定位与地图

创建，即SLAM创建中非线性图优化的算法。在基于图优化的SALM问题中，最主要的就是解决非线性最小二乘问题。

本文对非线性最小二乘问题的算法和常见的非线性优化方案进行阐述与分析，分析最速下降法、高斯—牛顿法、列文伯

格—马夸尔特法的原理和步骤，总结比较三种方法的特征和缺点，在SLAM框架中选择最适合的优化算法。
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Abstract: This paper studies nonlinear graph optimization algorithm in Simultaneous Localization and Mapping 
(SLAM). In the SLAM problem, the major issue is to solve the nonlinear least squares problem. In this paper, algorithm of 
nonlinear least squares problem and common nonlinear optimization schemes are analyzed, such as the principles and steps 
of the steepest descent method, Gauss Newton method and Levenberg-Marquardt method. Characteristics and shortcomings 
of the three methods are compared with each other, and the most suitable optimization algorithm in the SLAM framework is 
selected.
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1   引言(Introduction)
由于SLAM(Simultaneous Localization and Mapping)算

法能够在陌生环境中进行高精准度的同时定位以及对当前环

境进行重建地图的特点，SLAM技术逐渐成为当前研究热点。

对当下研究热点SLAM技术中的图优化算法进行研究[1-3]， SLAM

模型由运动模型和观测模型组成，最大似然估计模型作为SLAM

模型的“虚拟观测模型”,可以近似于最小二乘问题[4]。由于噪

声的存在，运动方程和观测方程会对测量结果有偏差，需要在

有噪声的数据中进行准确的状态估计，从噪声数据中恢复出有

用信息，优化处理噪声数据，深入到图优化。图优化技术最重

要的就是解决最小二乘问题。鉴于此，本文通过最速下降法、

高斯—牛顿法(Gauss-Newton)和列文伯格—马夸尔特方法

(Levenberg-Marquardt，LM)的推导原理，可知迭代法是解

决最小二乘问题的核心，运用不同的迭代思路，加快求解的速
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度、保证收敛性是图优化的方向[5，6]。

2   SLAM算法原理(Principle of SLAM algorithm)
SLAM模型由两个部分组成：运动模型和观测模型。由

于实际操作中往往存在观测噪声，我们通过观测信息所得到

的数据通常不具备一致性，并且利用运动方程和观测方程进

行的计算对测量结果存在差异。

2.1   运动模型和观测模型

运动模型用于描述相机的运动状态，影响SLAM模型中

相机位置姿态的准确性。通常用运动方程计算得出。运动模

型方程可简化为式(1)：

                                   (1)

式中，含义为t时刻时，ut为相机的位移，xt和xt-1指这一时刻

和上一时刻相机的位姿，wt是噪声[5]。

观测模型用于描述相机对待测环境的感知状态，影响

SLAM模型中重建地图的精准度。由于观测模型受诸多方面的

影响，其中观测传感器的类型和传感器噪声导致随机误差较

多，该误差一般符合正态分布。对于普通传感器，通用的观

测模型方程为式(2)：

                                   (2)

式中，zt，j表示t时刻观测传感器返回的数据，yj为环境地图中

观测到的第j个路标的位姿，xt为t时刻相机的位姿，vt，j为传感

器噪声误差，函数h表示实际情况与传感器数据的关系，由传

感器类型与原理决定[5]。

2.2   最大似然估计模型

对于相机位置姿态之间的相关性可以视为一种“虚拟观

测”[4]。我们可以根据这一种观测得到的一系列数据对相机

的状态(包括位置姿态的连续数据)作最大似然估计(Maximize 

Likelihood Estimation,MLE)：是一种使用概率模型求估计

量的方法，最终目的是找到以较高概率产生观测数据的系统

发生树。我们可以利用这一原理，首先找到相机在当前位置

姿态下会产生的观测数据，利用所知的观测数据和最大似然

估计可以得到“相机在什么样的条件下，最有可能产生当前

得到的观测数据”。

用P={Pi}表示相机的位置姿态集合，用T={ }表示相机

位置姿态之间的相对变化集合，则在设立一定的观测信息T条

件下，对P作最大似然估计可表示为

                                (3)

          = //独立性假设             (4)

         = //马尔可夫性           (5)

         = //符号替换             (6)

其中，E表示相机位置姿态改变时，相邻位置姿态相对变化的

概率分布的集合。式(4)使用了条件独立假设，即假定在所设

置的一定的相机姿态信息的条件下左右的观测之间都是相互

独立。式(5)应用了马尔可夫性，PR(m)组成了Tm的马尔可夫邻

域[4]。由于每个约束Tij(即每个相邻位置姿态相对变化的概率

分布)只与两个位置姿态节点Pi和Pj相关，简化后，可以得到

式(6)。

3  非线性最小二乘问题(Nonlinear least squares 
problem)
SLAM中的图优化问题我们可以看成是非线性最小二乘

问题。最小二乘问题求解非线性优化的主要思想为：不通过

求解问题全局的最优解，而是通过求解局部的最优解，再利

用不断迭代去接近全局找到最优解作为求解结果。

若假定相机的位置姿态满足Pi和Pj的条件，此时Tij服从均

值为 -Pi(符号 表示位姿复合的逆操作)、方差为Σij的

高斯分布，即Tij~N (Pj-Pi,Σij)，再对P作最大似然估计，可

以得到等价于非线性最小二乘问题：

    (7)

                 (8)

由此可以看出，要想解决非线性最小二乘问题,首先要将

非线性最小二乘问题转换成线性最小二乘问题，再通过不断

迭代求出最优解[4]。

假设对F(x)= (x)
m

1i

2

if∑
=

这个函数求解，过程如下。

设置初始迭代点：xk，k=1;

第一步 线性化：把fi(x)在xk处用泰勒展开，高阶项忽略

不计，函数可以写成为φi(x)，此时φi(x)就是fi(x)在x=xk处的

线性相关函数，可以近似代表fi(x)。

第二步 求导：我们已经把函数F(x)里面的所有非线性函

数项都转化成了线性项，就可以进一步转换成线性最小二乘

问题，设定ψ(x)= (x)
m

1i

2

iö∑
=

，再用ψ(x)近似F(x)。

此时我们就可以对ψ(x)求导，即令ψ'(x)=0，求解x，

得到下一次的最优点x=xk+1，再用所求的新的最优点xk+1为基

础，把F(x)在xk+1处泰勒展开，循环执行以上两个步骤进行迭

代。

迭代停止条件:迭代停止的条件有很多种，例如当

xk+1-x<阈值满足时，就可认为xk+1使F(x)接近极小值，迭代

停止。其中阈值决定了x估计值的精确度以及最优化过程的迭

代次数。

4   非线性优化方案(Nonlinear optimization scheme)
非线性优化最常见的方案是有最速下降法、高斯—牛顿

法、列文伯格—马夸尔特方法等。在做最优化计算时，需要

提供变量的初始值。由于目标函数复杂，对问题提供不同的
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初始值都容易陷入局部最小值。

4.1   最速下降法

最速下降法：利用选取最速下降梯度作为迭代的方向，

局部收敛速度可以达到最快，但是整体收敛速度不一定是最

快的，而且极容易陷入局部极小值。此方法的优点在于收敛

速度比较稳定。

最速下降法步骤为：

(1)给定初始点x0。

(2)若 足够小，停止迭代，否则计算 。

(3)由线性搜索计算步长 。

(4)令 ，k:=k+1,继续(2)。

迭代公式：

( 为迭代步长， 为梯度方向)

因为最速下降法是从局部出发找最优解，其下降速率就

只能在局部中体现，从整体收敛速度来看反而是比较慢的。

4.2   高斯—牛顿法

高斯—牛顿法：将目标函数在初始点进行泰勒一阶展

开，本质上则是步长为1的梯度下降法，优点在于计算雅各比

矩阵代替海森矩阵，减少计算量。但是高斯—牛顿法依赖于

展开点的选取。

以如下非线性最小二乘问题作为例子：

                          (9)

首先将 进行一阶的泰勒展开：

   (10)

带到式(9)中:

  

(11)

我们对上式进行求导，可得：

                (12)

令H=JTJ，B=-JTf，代入式(12)得到：

                                    (13)

求解式(13)得调整增量 ，所以可得高斯—牛顿法的步

骤为：

(1)给定初始值x0。

(2)对第k次迭代，计算出雅克比矩阵J，矩阵H、B；根据

式(13)计算增量 。

( 3 ) 如果 足够小，就停止迭代，否则

。

(4)循环(2)(3)两步骤，直到最大循环次数，或者满足迭代

停止条件。

从算法中可以看出，增量方程 求解占据主要位

置。必须满足近似H矩阵是正定且可逆的。当初始值和所求解

相差较大时，高斯—牛顿法就无法确保是收敛的了。当出现

近似奇异的时候，高斯—牛顿法也不能收敛。即使排除这

一情况，在求步长 时，若它过大，会使得局部近似存在较

大偏差，也无法保证它的收敛性[6]。

4.3   列文伯格—马夸尔特方法

列文伯格—马夸尔特方法：是将最速下降法与高斯—牛

顿法相结合的算法，通过设置阻尼参数调节减少步长。LM算

法收敛速度快，能够避免算法不收敛，对初值依赖较小。

高斯—牛顿法在展开点附近利用泰勒展开才会有相对较

好的近似结果，而LM算法则给 添加了一个信赖区域(Trust 

Region)用于提高准确性。我们可以使用 ρ 来衡量泰勒近似效

果，作为调整信赖区域大小的依据：

上式中的分子表示函数实际的下降值，分母表示近似模

型的下降值。若 ρ 约等于1则近似效果好；若 ρ 过小，则缩小

信赖区域；若 ρ 过大，则放大信赖区域。

列文伯格—马夸尔特的求解步骤如下：

(1)给定初始值 ， ，v0=2。

(2)求解梯度 ，如果 小于或等于阈值，则退

出；否则继续。

(3)通过 求解 ，如果 足够小，就

停止迭代；否则继续。

(4)令 ,计算 。

(5)如果 ρ >0，则 , ,

vk+1=2;否则 , ,重复步骤(2)。

(6)判断收敛性，若不收敛，则返回(2)；若收敛，则停

止。

与高斯—牛顿法相比较，LM法增加了一项 。当 较小

时，H占主要部分，由此我们可以得知二次近似模型在该区域

范围内是可以运用的；当 较大时， 将成为主要部分，此时

就更接近于最速下降法，由此可知此区域附近的二次近似是

不能运用的[6,7]。LM法是一种非常高效的迭代算法，该算法的

许多变量决定了迭代的效率和结果的收敛性，而这些参数的

理想值往往依目标函数不同而不同，LM法要做矩阵求逆，运

算量过大，所以我们必须要用其他方法求解数据量过大的问

题。列文伯格—马夸尔特法避免了一定程度的线性方程组的

非奇异问题和病态问题，提供了更稳定的求解运算，提高了

增量 的准确性。

4.4   算法分析与总结

根据对三种算法的原理和推导，我们可以对其作出分析

和总结，详见表1。
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表1 算法分析

Tab.1 Algorithm analysis

算法 特征 缺点

最速下降法 下降方向、步长 步长难以确定

高斯—牛顿法 泰勒一阶展开 H矩阵必须为正定

列文伯格—马夸尔特方法 信赖区间 下降速度降低

5   结论(Conclusion)
本篇是基于SLAM算法中非线性优化问题展开的核心算

法学习。主要介绍了SLAM算法中的运动模型和观测模型以及

最大似然估计模型，以及由此引出的非线性最小二乘问题。

我们从解决最小二乘问题入手，进一步了解非线性优化的基

本算法，通过对最速下降法、高斯—牛顿法及列文伯格—马

夸尔特方法的学习，总结分析了三种方法的思路和不足之

处。最速下降法由于步长难以确定且线性搜索法的计算量过

大，在SLAM技术中并不能起到很好的效果。高斯—牛顿法对

H矩阵要求为正定的，其他情况都会造成偏差甚至不收敛,需

要根据情况适用。列文伯格—马夸尔特方法增加了一个信赖

区域，虽然下降速度会有所降低，但是可以通过计算在最速

下降法和高斯—牛顿法之间择优选择，是解决最小二乘问题

最常用的方法。
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